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円分体ℚ�𝜁𝜁𝑝𝑝�のベクトル空間としての性質について 
児玉 英一郎 
1. はじめに 
自然数𝑚𝑚に対して，𝑥𝑥𝑚𝑚 − 1 = 0の根を1の𝑚𝑚乗根と
いう．1 の𝑚𝑚乗根全体は，乗法に関して位数𝑚𝑚の巡回
群をなす，その生成元を1の原始𝑚𝑚乗根とよび，記号
𝜁𝜁𝑚𝑚で表す．1の原始𝑚𝑚乗根は，𝜑𝜑(𝑚𝑚)個(𝜑𝜑はオイラー
関数)あり，𝑒𝑒
2𝜋𝜋𝑖𝑖
𝑚𝑚
𝑘𝑘 = 𝑒𝑒(2𝜋𝜋𝑖𝑖𝑟𝑟 𝑚𝑚⁄ ), (𝑟𝑟,𝑚𝑚) = 1である． 
例えば，𝑚𝑚 = 4 の場合， 𝑥𝑥4 − 1 = 0 の根は，1,−1, 𝑖𝑖,−𝑖𝑖であり，𝜁𝜁4 = 𝑖𝑖と書くことができ，〈𝑖𝑖〉 ={𝑖𝑖, 𝑖𝑖2 = −1, 𝑖𝑖3 = −𝑖𝑖, 𝑖𝑖4 = 1}となる． 
また，𝑚𝑚 = 7の場合，𝑥𝑥7 − 1 = 0の根は，𝜁𝜁7 = 𝑒𝑒2𝜋𝜋𝑖𝑖7 =
𝑒𝑒(2𝜋𝜋𝑖𝑖 7⁄ )とすると，𝜁𝜁7𝑛𝑛 = 𝑒𝑒(2𝜋𝜋𝑖𝑖𝑛𝑛 7⁄ ),𝑛𝑛 = 0,1,2,3,4,5,6
である．すなわち，𝜁𝜁7 = 𝑒𝑒(2𝜋𝜋𝑖𝑖 7⁄ ) = cos 2𝜋𝜋7 + 𝑖𝑖 sin 2𝜋𝜋7 と
すると，〈𝜁𝜁7〉 = {1, 𝜁𝜁7, 𝜁𝜁72, 𝜁𝜁73, 𝜁𝜁74, 𝜁𝜁75, 𝜁𝜁76}となる． 1の原始𝑚𝑚乗根全体を根にもつ𝜑𝜑(𝑚𝑚)次の多項式 
Φ𝑚𝑚(𝑥𝑥) = �(𝑥𝑥 − 𝜁𝜁𝑚𝑚𝑘𝑘 )
𝑘𝑘
, (𝑟𝑟 ∈ �ℤ 𝑚𝑚ℤ� �×) 
を円分多項式と呼ぶ． 
 𝜇𝜇(𝑛𝑛)をメービウス関数 
𝜇𝜇(𝑛𝑛) = � 1       𝑛𝑛 = 1         (−1)𝑟𝑟    𝑛𝑛 = 𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 ⋯𝑝𝑝𝑟𝑟 0       𝑝𝑝2|𝑛𝑛           
とするとき，円分多項式は次の性質を持つ． 
Φ𝑚𝑚(𝑥𝑥) = �(𝑥𝑥𝑑𝑑 − 1)𝜇𝜇(𝑚𝑚/𝑑𝑑)
𝑑𝑑|𝑚𝑚  
例えば，𝑚𝑚 = 12の場合，𝑑𝑑 = 1, 2, 3, 4, 6, 12となり，
𝜇𝜇(1) = 1, 𝜇𝜇(2) = −1, 𝜇𝜇(3) = −1, 𝜇𝜇(4) = 0, 𝜇𝜇(6) =1, 𝜇𝜇(12) = 0であるから， 
Φ12(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥2 − 1)(𝑥𝑥4 − 1)−1(𝑥𝑥6 − 1)−1(𝑥𝑥12 − 1) =
𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥2 + 1となる． 1の𝑚𝑚乗根を集めた集合を𝑃𝑃𝑚𝑚とすると，𝑃𝑃𝑚𝑚 ={𝑒𝑒(2𝜋𝜋𝑖𝑖𝑟𝑟 𝑚𝑚⁄ )|𝑟𝑟 = 0, 1,⋯ ,𝑚𝑚 − 1}と書くことができ，|𝑃𝑃𝑚𝑚| = 𝑚𝑚である． 
また，1の原始𝑚𝑚乗根を集めた集合を𝑄𝑄𝑚𝑚とすると，
𝑄𝑄𝑚𝑚 = {𝑒𝑒(2𝜋𝜋𝑖𝑖𝑟𝑟 𝑚𝑚⁄ )|𝑟𝑟 = 0, 1,⋯ ,𝑚𝑚− 1, (𝑟𝑟,𝑚𝑚) = 1} と
書くことができ，|𝑄𝑄𝑚𝑚| = 𝜑𝜑(𝑚𝑚)である．一方で，𝑑𝑑|𝑚𝑚
なる𝑑𝑑に対して，1の原始𝑑𝑑乗根は𝑚𝑚乗すると1となる
から1の𝑚𝑚乗根の一つである．従って，𝑃𝑃𝑚𝑚 ⊇ ⋃ 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑑𝑑|𝑚𝑚
となる． 
ここで，|𝑄𝑄𝑑𝑑| = 𝜑𝜑(𝑑𝑑),∑ 𝜑𝜑(𝑑𝑑)𝑑𝑑|𝑚𝑚 = 𝑚𝑚であること，
𝑑𝑑,𝑑𝑑′|𝑚𝑚なる𝑑𝑑,𝑑𝑑′に対して，𝑑𝑑 ≠ 𝑑𝑑′ ⇒ 𝑄𝑄𝑑𝑑 ∩ 𝑄𝑄𝑑𝑑′ = ∅で
あることより,�⋃ 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑑𝑑|𝑚𝑚 � =  ∑ |𝑄𝑄𝑑𝑑|𝑑𝑑|𝑚𝑚 = 𝑚𝑚となり，
𝑃𝑃𝑚𝑚 = ⋃ 𝑄𝑄𝑑𝑑𝑑𝑑|𝑚𝑚 であることが分かる．𝑃𝑃𝑚𝑚の要素は，
𝑥𝑥𝑚𝑚 − 1 = 0の根であり，𝑄𝑄𝑑𝑑の要素は，Φ𝑑𝑑(𝑥𝑥) = 0の根
であるから，𝑥𝑥𝑚𝑚 − 1 = ∏ Φ𝑑𝑑(𝑥𝑥)𝑑𝑑|𝑚𝑚 となる． 
この性質を使って円分多項式を求めると，表 1 の
ようになる． 
表 1 円分多項式 
𝑚𝑚 Φ𝑚𝑚(𝑥𝑥) 
1 Φ1(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 − 1 
2 Φ2(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 + 1 
3 Φ3(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 
4 Φ4(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 1 
5 Φ5(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 
6 Φ6(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 
7 Φ7(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 
8 Φ8(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 + 1 
9 Φ9(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥3 + 1 
10 Φ10(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 
11 Φ11(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥10 + 𝑥𝑥9 + 𝑥𝑥8 + 𝑥𝑥7 + 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥4 +𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 
12 Φ7(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥2 + 1 
13 Φ13(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥12 + 𝑥𝑥11+𝑥𝑥10 + 𝑥𝑥9 + 𝑥𝑥8 + 𝑥𝑥7+𝑥𝑥6 +𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 
14 Φ14(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥6 − 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥4 − 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥 + 1 
15 Φ15(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥8 − 𝑥𝑥7 + 𝑥𝑥5 − 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 + 1 
16 Φ15(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥8 + 1 
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2. 円分体 
2.1. 円分体の定義と性質 
有理数体ℚに1の原始𝑚𝑚乗根𝜁𝜁𝑚𝑚を添加してできる
体ℚ(𝜁𝜁𝑚𝑚)を円の𝑚𝑚分体(円分体)と呼ぶ． 
円分体ℚ(𝜁𝜁𝑚𝑚)はℚ上の𝜑𝜑(𝑚𝑚)次のベクトル空間であ
り，ℚ(𝜁𝜁𝑚𝑚)/ℚの拡大次数[ℚ(𝜁𝜁𝑚𝑚):ℚ]は𝜑𝜑(𝑚𝑚)となる． 
また，ℚ(𝜁𝜁𝑚𝑚)/ℚは，Galois 拡大で，その Galois 群Gal(ℚ(𝜁𝜁𝑚𝑚)/ℚ)は，以下の自己同型写像からなる． 
𝜎𝜎𝑗𝑗: 𝜁𝜁𝑚𝑚 ↦ 𝜁𝜁𝑚𝑚𝑗𝑗 , (𝑗𝑗,𝑚𝑚) = 1 
ここで，𝑗𝑗𝑟𝑟 ≡ 𝑙𝑙 (mod 𝑚𝑚)とすると， 
𝜎𝜎𝑗𝑗𝜎𝜎𝑘𝑘 = 𝜎𝜎𝑙𝑙 
となるから， Gal(ℚ(𝜁𝜁𝑚𝑚)/ℚ) ≅  �ℤ 𝑚𝑚ℤ� �× 
である． 
�ℤ 𝑚𝑚ℤ� �
×
は，Abel 群であり，𝑚𝑚が素数𝑝𝑝の場合に
は巡回群となるから，円分体ℚ(𝜁𝜁𝑚𝑚)は Abel 拡大で
あり，特に，素数𝑝𝑝に対しては，巡回拡大となる． 
一方，Kronecker によって，ℚ上の Abel 拡大
は，必ず，ある円分体の部分体になることが知られ
ている．例えば，2 次体 ℚ�√±𝑚𝑚�は，円分体
ℚ(𝜁𝜁4𝑚𝑚) = ℚ�√−1, 𝜁𝜁𝑚𝑚�に含まれる．場合を分けて詳
しく見ると，次のことが知られている． 
・ℚ�√2� ⊂ ℚ(𝜁𝜁8),ℚ�√−2� ⊂ ℚ(𝜁𝜁8) 
・素数𝑝𝑝に対して，𝑝𝑝 ≡ 1 (mod 4)の場合， 
 ℚ��𝑝𝑝� ⊂ ℚ�𝜁𝜁𝑝𝑝�,ℚ��−𝑝𝑝� ⊂ ℚ�𝜁𝜁4𝑝𝑝� 
・素数𝑝𝑝に対して，𝑝𝑝 ≡ 3 (mod 4)の場合， 
 ℚ��−𝑝𝑝� ⊂ ℚ�𝜁𝜁𝑝𝑝�,ℚ��𝑝𝑝� ⊂ ℚ�𝜁𝜁4𝑝𝑝� 
 
2.2. 円分体の例 
𝑚𝑚 = 3,4の場合で見てみると，𝑚𝑚 = 3のとき，
Φ3(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1であり，𝜁𝜁3 = 𝑒𝑒(2𝜋𝜋𝑖𝑖 3⁄ )とする
と，𝜁𝜁3 = 𝑒𝑒(2𝜋𝜋𝑖𝑖 3⁄ ) = cos 2𝜋𝜋3 + 𝑖𝑖 sin 2𝜋𝜋3 = −1+√3𝑖𝑖2 である
ため，ℚ(𝜁𝜁3) = ℚ�√−3�となり，虚 2 次体となる． 
𝑚𝑚 = 4のとき，Φ4(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 + 1であり，𝜁𝜁4 = √−1
とすると，ℚ(𝜁𝜁4) = ℚ�√−1�となり，ガウス数体と
なる． 
𝑚𝑚 = 5の場合には，Φ5(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1 
であり，𝜁𝜁5 = 𝑒𝑒(2𝜋𝜋𝑖𝑖 5⁄ ) = cos 2𝜋𝜋5 + 𝑖𝑖 sin 2𝜋𝜋5 とすると，
ℚ(𝜁𝜁5)は，ℚ上の 4 次体となる． 
剰余群�ℤ 5ℤ� �
× = {1� , 2� , 3� , 4�}は，位数 2 の部分群{1� , 4�}を持つから，Galois 理論によって，ガロア拡大
ℚ(𝜁𝜁5)/ℚは，部分体としてℚ上の 2 次体を含む．この
2 次体は，ℚ�√5�である． 
 一方で，ℚ�√−5�は，ℚ(𝜁𝜁20)の部分体となる．剰余
群�ℤ 20ℤ� �×について考えると， 
𝜑𝜑(20) = 𝜑𝜑(4) ∙ 𝜑𝜑(5) = (22 − 2) ∙ (5 − 1) = 8 
であり，�ℤ 20ℤ� �
× = {1� , 3� , 7� , 9� , 11����, 13����, 17����, 19����}とな
る． 
�ℤ 20ℤ� �
×
は，自明でない部分群として，位数 4 と
位数 2 の部分群を持つ．この部分群を以下に示す．  
・位数 4 の部分群： 
〈3�〉 = {1� , 3� , 7� , 9�},𝑉𝑉 = {1� , 9� , 11����, 19����}, 
〈13����〉 = {1� , 9� , 13����, 17����} 
 
・位数 2 の部分群： 
〈9�〉 = {1� , 9�}, 〈11����〉 = {1� , 11����}, 〈19����〉 = {1� , 19����} 
 
ここで，𝑉𝑉は，クラインの 4 元群である． 
このことから，ℚ(𝜁𝜁20)は，3 つのℚ上の 2 次体と，
3 つのℚ上の 4 次体を含むことが分かる．それらを
以下に示す． 
・ℚ(𝜁𝜁20)に部分体として含まれる 2 次体： 
ℚ�√−5�,ℚ�√5�,ℚ�√−1� 
 
・ℚ(𝜁𝜁20)に部分体として含まれる 4 次体： 
ℚ�√−1,√5�,ℚ(𝜁𝜁5),ℚ��5 + √52 � 
𝑚𝑚 = 7の場合には，Φ7(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥6 + 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥4 + 𝑥𝑥3 +
𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥 + 1であり，𝜁𝜁7 = 𝑒𝑒(2𝜋𝜋𝑖𝑖 7⁄ ) = cos 2𝜋𝜋7 + 𝑖𝑖 sin 2𝜋𝜋7 と
すると，ℚ(𝜁𝜁7)は，ℚ上の 6 次体となる． 
剰余群�ℤ 7ℤ� �
× = {1� , 2� , 3� , 4� , 5� , 6�}は，位数 2 の部分
群{1� , 6�}と，位数 3 の部分群{1� , 2� , 4�}を持つから，
Galois 理論によって，ガロア拡大ℚ(𝜁𝜁7)/ℚは，部分
体として，ℚ上の 3 次体と 2 次体を含む．この 2 次
体 は ℚ�√−7� で あ り ， 3 次 体 は ℚ(𝜁𝜁7 + 𝜁𝜁7−1) =
ℚ�2 cos 2𝜋𝜋
7
�となる． 
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3. Gauss sum 
3.1. Legendre の平方剰余記号 
𝑥𝑥2 ≡ 𝑎𝑎 (mod 𝑚𝑚), (𝑎𝑎,𝑚𝑚) = 1が𝑥𝑥について整数解を
もつとき，𝑎𝑎を𝑚𝑚を法とする平方剰余といい，そうで
ないとき，𝑎𝑎を𝑚𝑚を法とする非平方剰余という．素数
𝑝𝑝と整数𝑎𝑎, (𝑎𝑎, 𝑝𝑝) = 1に対して，𝑎𝑎が𝑝𝑝を法とする平方
剰余であるとき， 
�
𝑎𝑎
𝑝𝑝
� = 1 
𝑎𝑎が𝑝𝑝を法とする平方剰余であるとき， 
�
𝑎𝑎
𝑝𝑝
� = −1 
と表し，これを，Legendre の平方剰余記号と呼ぶ． 
以下，Legendre の平方剰余記号の性質を示す． 
・𝑎𝑎 ≡ 𝑏𝑏 (mod 𝑝𝑝), (𝑎𝑎, 𝑝𝑝) = 1, (𝑏𝑏, 𝑝𝑝) = 1ならば， 
�
𝑎𝑎
𝑝𝑝
� = �𝑏𝑏
𝑝𝑝
� 
・(𝑎𝑎, 𝑝𝑝) = 1のとき，�𝑎𝑎
𝑝𝑝
� ≡ 𝑎𝑎
𝑝𝑝−1
2  (mod 𝑝𝑝), 
・�
𝑎𝑎𝑏𝑏
𝑝𝑝
� = �𝑎𝑎
𝑝𝑝
� �
𝑏𝑏
𝑝𝑝
� 
・�
𝑞𝑞
𝑝𝑝
� �
𝑝𝑝
𝑞𝑞
� = (−1)𝑝𝑝−12 ∙𝑞𝑞−12  
・�
−1
𝑝𝑝
� = (−1)𝑝𝑝−12  
・�
2
𝑝𝑝
� = (−1)𝑝𝑝2−18  
この性質によって�
5
7
�や�
13
19
�を求めてみる． 
�
5
7
� �
7
5
� = (−1)5−12 ∙7−12 = 1 ，従って， �5
7
� = �7
5
� =
�
2
5
� = (−1)25−18 = −1となる． 
同じく，�
13
19
� �
19
13
� = (−1)13−12 ∙19−12 = 1，従って，
�
13
19
� = �19
13
� = � 6
13
� = � 2
13
� �
3
13
� = (−1)169−18 � 3
13
� =
−�
3
13
�となる． �
3
13
� �
13
3
� = (−1)3−12 ∙13−12 = 1 より，
�
3
13
� = �13
3
� = �1
3
� = 1．従って，�13
19
� = −1となる． 
 
3.2. Gauss sum の定義と例 
Legendre の平方剰余記号を用い記述された G�𝜁𝜁𝑝𝑝� = 𝜁𝜁𝑝𝑝 + �2𝑝𝑝� 𝜁𝜁𝑝𝑝2 + ⋯+ �𝑝𝑝 − 1𝑝𝑝 � 𝜁𝜁𝑝𝑝𝑝𝑝−1 
を Gauss sum と呼ぶ．𝑝𝑝 = 3, 5, 7, 11, 13の場合の
Gauss sum を表 2 に示す． 
表 2 Gauss sum 
𝑝𝑝 Gauss sum 
3 G(𝜁𝜁3) = 𝜁𝜁3 − 𝜁𝜁32 = √−3 
5 G(𝜁𝜁5) = 𝜁𝜁5 − 𝜁𝜁52 − 𝜁𝜁53 + 𝜁𝜁54 = √5 
7 G(𝜁𝜁7) = 𝜁𝜁7 + 𝜁𝜁72 − 𝜁𝜁73 + 𝜁𝜁74 − 𝜁𝜁75 − 𝜁𝜁76= √−7 
11 G(𝜁𝜁11) = 𝜁𝜁11 − 𝜁𝜁112 + 𝜁𝜁113 + 𝜁𝜁114 + 𝜁𝜁115 − 𝜁𝜁116  
−𝜁𝜁11
7 − 𝜁𝜁11
8 + 𝜁𝜁119 − 𝜁𝜁1110 = √−11 
13 G(𝜁𝜁13) = 𝜁𝜁13 − 𝜁𝜁132 + 𝜁𝜁133 + 𝜁𝜁134 − 𝜁𝜁135 − 𝜁𝜁136  
−𝜁𝜁13
7 − 𝜁𝜁13
8 + 𝜁𝜁139 + 𝜁𝜁1310−𝜁𝜁1311 + 𝜁𝜁1312 = √13 
この Gauss sum に関しては，次の性質が知られ
ている． 
・G�𝜁𝜁𝑝𝑝� = ∑ 𝜁𝜁𝑝𝑝𝑥𝑥2𝑝𝑝−1𝑥𝑥=0  
・G�𝜁𝜁𝑝𝑝�2 =  �−1𝑝𝑝 � 𝑝𝑝 
・G�𝜁𝜁𝑝𝑝� = (𝜁𝜁𝑝𝑝 − 𝜁𝜁𝑝𝑝−1)(𝜁𝜁𝑝𝑝3 − 𝜁𝜁𝑝𝑝−3)⋯ (𝜁𝜁𝑝𝑝𝑝𝑝−2 − 𝜁𝜁𝑝𝑝−(𝑝𝑝−2)) 
・G�𝜁𝜁𝑝𝑝� = � �𝑝𝑝    𝑝𝑝 ≡ 1 (mod 4)
�−𝑝𝑝   𝑝𝑝 ≡ 3 (mod 4) 
この第 1 の性質からも，以下のことが分かる． G(𝜁𝜁7) = 𝜁𝜁70 + 𝜁𝜁71 + 𝜁𝜁74 + 𝜁𝜁79 + 𝜁𝜁716 + 𝜁𝜁725 + 𝜁𝜁736 = 1 + 𝜁𝜁7 + 𝜁𝜁74 + 𝜁𝜁72 + 𝜁𝜁72 + 𝜁𝜁74 + 𝜁𝜁7 = 1 + 2𝜁𝜁7 + 2𝜁𝜁72 + 2𝜁𝜁74 = (−𝜁𝜁7 − 𝜁𝜁72 − 𝜁𝜁73 − 𝜁𝜁74 − 𝜁𝜁75 − 𝜁𝜁76) + 2𝜁𝜁7 + 2𝜁𝜁72 + 2𝜁𝜁74 = 𝜁𝜁7 + 𝜁𝜁72 − 𝜁𝜁73 + 𝜁𝜁74 − 𝜁𝜁75 − 𝜁𝜁76 
また，第 3 の性質によって， G(𝜁𝜁3) = 𝜁𝜁3 − 𝜁𝜁3−1， G(𝜁𝜁5) = (𝜁𝜁5 − 𝜁𝜁5−1)(𝜁𝜁53 − 𝜁𝜁5−3) ， G(𝜁𝜁7) = (𝜁𝜁7 − 𝜁𝜁7−1)(𝜁𝜁73 − 𝜁𝜁7−3)(𝜁𝜁75 − 𝜁𝜁7−5) 
と記述できることも分かる． 
 そして，第 4 の性質から， G(𝜁𝜁3) = √−3，G(𝜁𝜁5) = √5，G(𝜁𝜁7) = √−7， G(𝜁𝜁11) = √−11，G(𝜁𝜁13) = √13 
であることが分かる． 
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4. ベクトル空間としてのℚ�𝜁𝜁𝑝𝑝� 
円分体ℚ�𝜁𝜁𝑝𝑝�は，ℚ上の𝜑𝜑(𝑝𝑝)次元のベクトル空間で
あり，部分空間として，𝑝𝑝 ≡ 1 (mod 4)の場合には，
ℚ��𝑝𝑝�を含み，𝑝𝑝 ≡ 3 (mod 4)の場合には，ℚ��−𝑝𝑝�を
含んでいる． 
例えば，𝑝𝑝 = 5の場合，ℚ(𝜁𝜁5)は，ℚ上の 4 次元のベ
クトル空間であり，その 1 組の基底は，1, 𝜁𝜁5, 𝜁𝜁52, 𝜁𝜁53で
ある．そして，部分空間として，ℚ�√5�を含んでい
る．ℚ上の 2 次元ベクトル空間ℚ�√5�の 1 組の基底
は，1,√5である．ℚ(𝜁𝜁5)は，ℚ�√5�上から見ると 2 次
元のベクトル空間となっており，その一組の基底は，
例えば，1, 𝜁𝜁5と取ることができる．実際，任意の𝑎𝑎 +
𝑏𝑏√5, 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑√5 ∈ ℚ�√5�に対して，ℚ�√5�上の線形結
合�𝑎𝑎 + 𝑏𝑏√5� ∙ 1 + �𝑐𝑐 + 𝑑𝑑√5� ∙ 𝜁𝜁5を考え， 
�𝑎𝑎 + 𝑏𝑏√5� ∙ 1 + �𝑐𝑐 + 𝑑𝑑√5� ∙ 𝜁𝜁5 = 0 
とすると，Gauss sum によって， 
√5 = 𝜁𝜁5 − 𝜁𝜁52 − 𝜁𝜁53 + 𝜁𝜁54 
であり， 1 + 𝜁𝜁5 + 𝜁𝜁52 + 𝜁𝜁53 + 𝜁𝜁54 = 0 
より， 
𝜁𝜁5
4 = −1−𝜁𝜁5 − 𝜁𝜁52 − 𝜁𝜁53 
であるから， 
√5 = −1 − 2𝜁𝜁52 − 2𝜁𝜁53 
となる．従って， 
�𝑎𝑎 + 𝑏𝑏(−1 − 2𝜁𝜁52 − 2𝜁𝜁53)� ∙ 1 +�𝑐𝑐 + 𝑑𝑑(−1 − 2𝜁𝜁52 − 2𝜁𝜁53)� ∙ 𝜁𝜁5 = 0 
となる．整理すると，  
𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 2𝑏𝑏𝜁𝜁52 − 2𝑏𝑏𝜁𝜁53 + �𝑐𝑐 − 𝑑𝑑 − 2𝑑𝑑𝜁𝜁52 − 2𝑑𝑑𝜁𝜁53� ∙ 𝜁𝜁5 = 0, 
𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 − 2𝑏𝑏𝜁𝜁52 − 2𝑏𝑏𝜁𝜁53 + (𝑐𝑐 − 𝑑𝑑)𝜁𝜁5 − 2𝑑𝑑𝜁𝜁53 − 2𝑑𝑑𝜁𝜁54 = 0, (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏) + (𝑐𝑐 − 𝑑𝑑)𝜁𝜁5 − 2𝑏𝑏𝜁𝜁52 + (−2𝑏𝑏 − 2𝑑𝑑)𝜁𝜁53 
−2𝑑𝑑�−1−𝜁𝜁5 − 𝜁𝜁52 − 𝜁𝜁53� = 0, (𝑎𝑎 − 𝑏𝑏 + 2𝑑𝑑) + (𝑐𝑐 + 𝑑𝑑)𝜁𝜁5 + (−2𝑏𝑏 + 2𝑑𝑑)𝜁𝜁52 − 2𝑏𝑏𝜁𝜁53 = 0 
となる．1, 𝜁𝜁5, 𝜁𝜁52, 𝜁𝜁53は，ℚ上線形独立であるため，𝑎𝑎 =
𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 𝑑𝑑 = 0となり，𝑎𝑎 + 𝑏𝑏√5 = 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑√5 = 0となる．
従って，1, 𝜁𝜁5は，ℚ�√5�上線形独立であり，ベクトル
空間ℚ(𝜁𝜁5)/ℚ�√5�の一組の基底となることが分かる． 
実際，√5 = −1 − 2𝜁𝜁52 − 2𝜁𝜁53より，√5𝜁𝜁5 = −𝜁𝜁5 −2𝜁𝜁53 − 2𝜁𝜁54 となり， √5𝜁𝜁5 = −𝜁𝜁5 − 2𝜁𝜁53 − 2(−1−𝜁𝜁5 −
𝜁𝜁5
2 − 𝜁𝜁5
3)となる．従って，√5𝜁𝜁5 = −𝜁𝜁5 − 2𝜁𝜁53 + 2 +2𝜁𝜁5 + 2𝜁𝜁52 + 2𝜁𝜁53, √5𝜁𝜁5 = 2 + 𝜁𝜁5 + 2𝜁𝜁52となる． 
このことから， 
𝜁𝜁5
2 = −1 + �−1 + √5�2 𝜁𝜁5 
となる．同様に， 
𝜁𝜁5
3 = 𝜁𝜁52 ∙ 𝜁𝜁5 = �−1 + �−1 + √5�2 𝜁𝜁5� ∙ 𝜁𝜁5 
= −𝜁𝜁5 + �−1 + √5�2 𝜁𝜁52 = −𝜁𝜁5 + �−1 + √5�2 �−1 + �−1 + √5�2 𝜁𝜁5� 
= −𝜁𝜁5 − �−1 + √5�2 + �−1 + √52 �2 𝜁𝜁5 
= −𝜁𝜁5 − �−1 + √5�2 + 6 − 2√54 𝜁𝜁5 
= 1 − √52 + 1 − √52 𝜁𝜁5 
となり，𝜁𝜁5
3もℚ�√5�上1, 𝜁𝜁5で表現できる．このこと
から，ℚ(𝜁𝜁5)の任意の要素(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝜁𝜁5 + 𝑐𝑐𝜁𝜁52 + 𝑑𝑑𝜁𝜁53,
𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑 ∈ ℚ)がℚ�√5�上では，1, 𝜁𝜁5の線形結合とし
て表現できることが分かる． 
𝑝𝑝 = 7の場合，ℚ(𝜁𝜁7)は，ℚ上の 6 次元のベクトル
空間であり，その 1 組の基底は，1, 𝜁𝜁7, 𝜁𝜁72, 𝜁𝜁73, 𝜁𝜁74, 𝜁𝜁75で
ある．そして，部分空間として，ℚ�√−7�を含んでい
る．ℚ上の 2 次元ベクトル空間ℚ�√−7�の 1組の基底
は，1,√−7である．ℚ(𝜁𝜁7)は，ℚ�√−7�上から見ると
3 次元のベクトル空間となっている．また，部分空
間として，ℚ(𝜁𝜁7 + 𝜁𝜁7−1) = ℚ�2 cos 2𝜋𝜋7 �を含んでいる．
ℚ(𝜁𝜁7 + 𝜁𝜁7−1)は，ℚ上の 3 次元ベクトル空間である．
ℚ(𝜁𝜁7)は，ℚ(𝜁𝜁7 + 𝜁𝜁7−1)上から見ると 2 次元のベクト
ル空間となっている． 
 
5. おわりに 
本稿では，円分多項式，円分体，Gauss sum の性
質について述べ，円分体ℚ�𝜁𝜁𝑝𝑝�のベクトル空間とし
ての特徴について論じた． 
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